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摘 要:提出了一种改进的布洛依登算法，证明了新方法的收敛性，通过进行数值实验验证了

改进布洛依登算法的收敛阶数及有效性，并通过与牛顿法以及拟牛顿法的比较体现了改进的布洛

依登算法的优越性。
关键词:非线性方程组;拟牛顿迭代法;改进拟牛顿迭代法

DOI: 10． 15938 / j． jhust． 2017． 06． 024
中图分类号: O22 文献标志码: A 文章编号: 1007－ 2683( 2017) 06－ 0127－ 04

A Modified Broyden Algorithm

LI Fu-xiang， HUANG Jia-yue
( School of Sciences，Harbin University of Science and Technology，Harbin 150080，China)

Abstract: A Modified Broyden algorithm is presented to solve nonlinear equations in this paper． The
convergence of the new algorithml is proved． The convergent order and effectiveness of improved Broyden method
can be verified by numerical experiments． Through comparing with Newton's method and quasi-newton method，the
advantages of the improvement Broyden method are showed．

Keywords: nonlinear equations; quasi Newton iteration method; improved quasi newton iteration method

收稿日期: 2017 － 09 － 02
基金项目: 黑龙江省教育厅科学技术研究项目( 11521045) ;黑龙江省自然科学基金( A200811) .
作者简介: 李福祥( 1972—) ，男，教授，E-mail: lifx2013@ 163． com;

黄佳玥( 1996—) ，女，硕士研究生 .

0 引 言

求解非线性方程组的牛顿法是一个最基本而且

十分重要的方法，目前很多有效的迭代法都是以牛

顿法为基础改进的。求解非线性方程组的牛顿法是
求解非线性方程的牛顿法的推广［1 － 7］。
设非线性方程

( )f x = 0 ( 1)
若 x* 是式( 1) 的根，x0 是 x* 的近似值，将函数 ( )f x

在点 x0 处泰勒展开，即
( )f x ≈f x( )0 + f ' x( )0 x － x( )0

于是式( 1) 可以表示为
f x( )0 + f ' x( )0 x － x( )0 = 0

记其根为 x1，则有

x1 = x0 － f x( )0

f ' x( )0

进行推广迭代则有

xk + 1 = xk － f x( )k

f ' x( )k

推广到 n维空间中则有
xk + 1 = xk － F' x( )[ ]k － 1F x( )k ( 2)

式( 2) 即为非线性方程组的牛顿迭代法，此方法二
阶收敛，具体证明见文［8］。



1 拟牛顿迭代法

由于牛顿法中 F x( )k 的计算量非常大，人们希
望通过较小的计算量构造矩阵 Ak 来代替 F x( )k 要
求在拟牛顿算法中，并通过 Ak 构造的 Ak + 1满足拟

牛顿条件或拟牛顿方程: Ak + 1 s
k = yk，其中 Ak + 1 = Ak

+ ΔAk，s
k = xk + 1 － xk，yk = F xk( )+ 1 － F x( )k ，拟牛顿

法的迭代形式为:

xk + 1 = xk － A － 1
k F x( )k ，k = 0，1，L

Ak + 1 xk + 1 － x( )k = F xk( )+ 1 － F x( )k

Ak + 1 = Ak + ΔAk，rank ΔA( )k =m≥
{

1

( 3)

选取不同的 ΔAk 即对应着不同的拟牛顿方法。
例如，如果规定 Ak + 1与 Ak 在某向量 c∈Ｒn 的正交补

c⊥上两者无任何差别，也即 Ak + 1 z = Ak z，z∈c⊥，这
时可令 ΔA = Ak + 1 － Ak = ucT，由

Ak + 1 － A( )k sk = yk － Ak s
k =

F xk( )+ 1 － F x( )k －
－ F x( )[ ]k =

F xk( )+ 1

推得 u = F xk( )+ 1

cTsk
。于是得到秩 1 修正公式［6］

Ak + 1 = Ak +
F xk( )+ 1 cT

cTsk
( 4)

下面介绍一种比较重要的拟牛顿迭代法。

2 布洛依登算法

布洛依登首先在 1965 年对拟牛顿法提出一种
修正 Ak 的计算方案( 在式( 4) 中取 c = sk ) :

xk + 1 = xk － A － 1
k F x( )k

Ak + 1 = Ak +
yk － Aks( )k s( )k T

s( )k Ts
}k

( 5)

迭代法式( 5) 中的第 2 个公式叫做布洛依登秩
1 校正公式。它有一个重要性质，即在所有满足拟
牛顿方程的矩阵中 Ak + 1是在 F －范数意义下最接近
于 Ak 的矩阵

［8］。在第一次迭代时，其中的 A0 通常

用 F' x( )0 代替。
拟牛顿算法与牛顿法相比，拟牛顿法降低了导

数值的运算量，收敛速度比牛顿法快，但每一步迭代

都要计算新的矩阵的逆矩阵，在一定程度上也会增

加计算的难度，改进拟牛顿算法就是基于这个缺点

改进的，通过改进布洛依登秩 1 校正公式，降低逆矩

阵的计算量。

3 改进的布洛依登算法

由于布洛依登算法每次需要计算矩阵 Ak 的逆

或解线性方程组

Ak + 1 ( x
k + 1 － xk ) = F( xk + 1 ) － F( xk )

这给布洛依登算法的应用带来不便。本文在公式

Ak + 1 = Ak +
yk － Aks( )k s( )k T

s( )k Tsk

中令

A － 1
k + 1 = A

－ 1
k +

sk － A － 1
k y( )k y( )k T

y( )k Tyk

即得改进布洛依登算法的迭代格式为

xk + 1 = xk － A － 1
k F x( )k

A － 1
k + 1 = A

－ 1
k +

sk － A － 1
k y( )k y( )k T

y( )k Ty
{ k

( 6)

用这种方式改进的布洛依登算法，在得到通过 x0 迭
代出的 x1 后，进行再迭代，计算 x2 时，不需像拟牛
顿法一样再计算 Ak + 1的逆。即每一步迭代只需计
算一个矩阵的逆。

4 收敛性分析

引理 1［9］( Sherman-Morrison) 设矩阵 A∈L Ｒ( )n

非奇异，u，v∈Ｒn，当  = 1 + vTA － 1 u≠0 时，则 A +
uvT 非奇异，且有

A + uv( )T － 1 = A － 1 － 1


A － 1uvTA( )－ 1 ( 7)

引理 2［9］若 x* ∈D0 是 ( )F x = 0 的解。F ∶ D
Ｒn→Ｒn 在开凸集 D0D 上连续可导，且 F' x( )* 非

奇异，条件

‖F' ( )x － F' x( )* ‖≤L‖x － x* ‖ ( 8)

成立，U x，( )A 是定义在 D0 × DM 上 F 的修正函数，A
－

∈U x，( )A 。若存在 α1 ＞ 0 及 α2 ＞ 0 使

‖A
－
－ F' x( )* ‖

≤ 1 + α1σ x，x( )[ ]
－
‖A － F' x( )* ‖ + α2σ x，x( )

－
( 9)

其 x
－
= x － A － 1 ( )F x ，σ x，x( )

－
= max { ‖x － x* ‖2，

‖x
－
－ x* ‖2 } ，A

－
是由 A 得到的新近似，则对每个

γ∈ 0，，( )1 ， ( )ε γ ＞ 0， ( )δ γ ＞ 0，使当 x0∈D0，A0

∈DM 满足

‖x0 － x* ‖≤ ( )ε γ ，‖A0 － F' x( )* ‖≤ ( )δ γ
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时，拟牛顿法 ( 4 ) 生成的序列 x{ }k 是适定的且收敛
于 x* ，并有
‖xk + 1 － x* ‖2≤γ‖xk － x* ‖2，k = 0，1，…，

序列 ‖Ak{ }‖ 及 ‖Ak
－ 1{ }‖ 一致有界。

定理 1 设 F∶ DＲn→Ｒn 在 x* 凸领域 D0D

内连续可导，F x( )* = 0，且 F' x( )* 非奇异，条件( 8)
成立，则改进拟牛顿方法 ( 6 ) 生成的序列 x{ }k 是适
定且超线性收敛 x* 。
证明:先证明 ( 6 ) 生成的序列 x{ }k 适定且收敛

于 x* ，这只需验证条件 ( 9 ) 成立即可，由引理 1
可得:

Ak + 1 － F' x( )* =

A － 1
k +

sk － A － 1
k y( )k y( )k T

y( )k Ty[ ]k

－ 1

－ F' x( )* =

Ak － F' x( )[ ]* － 1


Ak
sk － A － 1

k y( )k y( )k T

y( )k Tyk
A( )k =

Ak － F' x( )[ ]* － 1


Ak s
k － y( )k y( )k TAk

y( )k Ty( )k

设 y( )k Tyk = a，上式两端取模，并取 1
的值为

M，整

理上式为:

‖Ak + 1 － F' x( )* ‖F≤
‖Ak － F' x( )* ‖F +
Ma － 1 ‖ Ak s

k － y( )k y( )k TAk‖2≤
‖Ak － F' x( )* ‖F + Ma － 1 /2 ‖Ak s

k － yk‖2

‖Ak‖2≤
‖Ak － F' x( )* ‖F + Ma － 1 /2 ‖Ak‖2

‖Ak s
k － yk + F' x( )* sk － F' x( )* sk‖2≤

‖Ak － F' x( )* ‖F + B‖ Ak － F' x( )( )* sk‖2 +
B‖yk － F' x( )* sk‖2≤
‖Ak － F' x( )* ‖F 1 + B( )σ + BLσ
其中 B = M y( )k Ty( )k － 1 /2 ‖Ak‖2，这表明条件

( 9) : α1 = B，α2 = BL 时成立，于是引理 2 条件全部
满足。故( 6) 生成的序列 x{ }k 收敛于 x* 。

5 数值实验

本节共选择了三个非线性方程组进行数值实

验，其中一个为二元方程组，一个三元方程组; 一个

四元方程组。
例 1 解非线性方程组

x3 － 3x2 + 8x + 3y － 36 = 0
x2 + y{ － 4 = 0

真解为 X* = 6，[ ]－ 40 T。
例 2 解非线性方程组

x2 + y2 + z2 － 14 = 0
xyz － 6 = 0
x + y － z2

{
= 0

真解为 X* = 3，1，[ ]2 T。
例 3 解非线性方程组

x3 + y2 － 3 × z2 + 4t － 18 = 0
xy － yt + 2xt + z = 0
6xyz － 3zt － 6 = 0
x2y + z － t










= 0

真解为 X* = 1，3，2，[ ]5 T。
利用 Mathematica软件进行编程计算，分别用牛

顿法、拟牛顿法和改进拟牛顿法对上面的六个方程
组进行迭代求解，以真解 X* 与最后一次迭代得到

的 X
－
之间的差( ε = X* － X

－
) 为指标进行比较。

由于计算机不能显示出过小的数，因此分别选

取迭代次数为 2、3、4。为了使表格简洁明了，在不
影响结果真实性、准确性的前提下，表格中只记录了
ε的指数。
计算例 1 可得比较结果如表 1; 例 2 的结果比

较见表 2;例 3 的结果比较见表 3。

表 1 例 1 数值结果

迭代次数 2 3 4

牛顿迭代法 － 26 － 51 － 103

拟牛顿迭代法 － 58 － 175 － 523

改拟牛顿迭代法 － 59 － 176 － 528

表 2 例 2 数值结果

迭代次数 2 3 4

牛顿迭代法 － 11 － 21 － 42

拟牛顿迭代法 － 22 － 66 － 199

改拟牛顿迭代法 － 25 － 78 － 222

表 3 例 3 数值结果

迭代次数 2 3 4

牛顿迭代法 － 6 － 11 － 22

拟牛顿迭代法 － 12 － 35 － 104

改拟牛顿迭代法 － 12 － 35 － 104

由表 1、表 2、表 3 可以看出，在收敛阶数方面:
牛顿迭代法为 2 阶收敛; 拟牛顿迭代法与改拟牛顿
迭代法均为 3 阶收敛。从效率指数方面看: 牛顿迭
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代法的效率指数为 2
1
2n，拟牛顿迭代法的效率指数为

3
1
3n，改拟牛顿迭代法的效率指数均为 3

1
3n，即拟牛顿

迭代法与改拟牛顿迭代法的计算效率高于牛顿迭代

法，而改拟牛顿迭代法的计算效率与拟牛顿迭代法

的计算效率是一样的。但是，改进拟牛顿算法比拟
牛顿算法少算了一个矩阵的逆，因此对拟牛顿迭代

法的修改是有一定意义的。

6 结 论

本文主要介绍了改进拟牛顿迭代法的形式，证

明了该方法的收敛性，利用数值实验证明了改进拟

牛顿迭代法的收敛阶数为 3 阶，进行了三种迭代法
的比较，说明了改进拟牛顿迭代法的有效性。
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